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3. DOGRUSAL PROGRAMLAMA iLE MODELLEME

Two Mines 6rnegi incelenirse, bir matematiksel modelin bir "Dogrusal Program" (DP;

linear program - LP) olmasi icin asagidaki kosullari saglamasi gerektigi gorular:

Tum degiskenler sureklidir (continuous)
Tek bir amag vardir (enblyukleme (maximize) veya enkuguikleme (minimize))
Amagc ve kisit fonksiyonlari dogrusaldir. Fonksiyondaki her terim ya sabit sayidir

ya da bir sabitle carpilmis degiskendir

DP'ler 6nemlidir ¢link:

cok sayida sorun DP olarak formile edilebilir

"Simpleks algoritmasi" kullanilarak DP'ler ¢ézulebilir ve en iyi ¢6ziim bulunabilir

DP'lerin temel uygulama alanlarina asagida ¢esitli drnekler verilmistir:

Uretim planlama

Rafineri yénetimi

Karigsim

Dagitim

Finansal ve ekonomik planlama
Isglicti planlamasi

Tarimsal planlama

Gida planlama

DP'ler icin dort temel varsayim s6z konusudur:

Oransallik

o Her karar degiskeninin amag fonksiyonuna katkisi karar degiskeninin degeri ile
orantilidir (Dért asker tretmenin amac fonksiyonuna (kéara) katkisi (4x$3=$12)
bir askerin amag fonkisyonuna katkisinin ($3) tam olarak dért katidir.)

o Her karar degiskeninin kisitlarin sol tarafina katkisi karar degiskeninin degeri ile
orantilidir. (Ug asker liretmek gerekli cilalama zamani (2 saat x 3 = 6 saat) tam
olarak bir asker Uretmek igin gerekli cilalama zamaninin (2 saat) ¢ katidir.)

Toplanabilirlik

o Herhangi bir karar degdiskeninin amac¢ fonksiyonuna katkisi diger karar

degiskenlerinin degerlerinden bagdimsizdir. (Trenin (x2) degeri ne olursa olsun,

asker (x1) Uretmek her zaman amag fonksiyonuna 3x1 dolar katki yapacaktir.)
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o Herhangi bir karar degiskeninin kisit sol tarafina katkisi diger karar
degiskenlerinin degerlerinden bagimsizdir. (x1'in dederi ne olursa olsun, x2
uretimi x2 saat cilalama ve x2 saat marangozluk gerektirir.)

Sonu¢ 1: Amacg fonksiyonu dederi her bir karar degiskeninin katkisinin
toplamina esittir.
Sonug 2: Her bir kisidin sol taraf degeri her bir karar degiskeninin katkisinin
toplamina esittir.
e Boélunebilirlik
Karar degiskenleri tam sayl olmayan degerler alabilir. Eger tam sayi degerler
kullanmak sartsa TP kullaniimalidir. (1.69 tren Gretmek kabul edilebilir.)
o Kesinlik

Her parametre kesin olarak bilinmektedir.

3.1 DP ORNEKLERI

3.1.1 Giapetto Ornegi
(Winston 3.1., s. 49)
Giapetto tahtadan oyuncak asker ve tren yapmaktadir. Satis fiyatlari, bir oyuncak asker
icin $27, bir oyuncak tren i¢in $21'dir. Bir asker icin $10'hk hammadde ve $14'lik iscilik
kullaniimaktadir. Bir tren igin ise s6z konusu rakamlar sirasiyla $9 ve $10'dir. Her bir
asker icin 2 saat cilalama ve 1 saat marangozluk gerekirken, her bir tren icin 1 saat
cilalama ve 1 saat marangozluk gerekmektedir. Eldeki hammadde miktari sinirsizdir,
fakat haftada en cok 100 saat cilalama ve 80 saat marangozluk kullanabilen
Giapetto'nun haftada en fazla 40 oyuncak asker satabilecedini géz &ninde
bulundurarak karini enbillyiklemek icin hangi oyuncaktan haftada kac¢ adet Uretmesi
gerektigini bulunuz.
Yanit
Karar degiskenleri tam olarak veriimesi gereken (bu sorunda Giapetto tarafindan)
kararlan tanimlamalidir. Giapetto bir haftada ka¢ oyuncak asker ve tren yapacagina
karar vermelidir. Bu karara gére asagidaki karar degiskenleri tanimlanabilir:

x1 = bir haftada Uretilen asker sayisi

x2 = bir haftada Uretilen tren sayisi
Amac¢ fonksiyonu karar degiskenlerinin bir fonksiyonudur. Gelir veya Kkarini
enblylklemek ya da maliyetini enklgiklemek isteyen karar vericinin amacini yansitir.

Giapetto haftalik karini (z) enblyiklemek isteyecektir.
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Bu sorunda kar
(haftalik gelir) — (hammadde satinalma maliyeti) — (diger degisken maliyetler)
olarak formile edilebilir. Bu durumda Giapetto’nun amag fonksiyonu:
Enbuyikle z = 3x1 + 2x2
Kisitlar karar degiskenlerinin alabilecedi de@erler Uzerindeki, sinirlamalari gdsterir.
Herhangi bir sinirlama olmazsa Giapetto ¢ok fazla sayida oyuncak Ureterek ¢ok biyik
kar elde edebilir. Fakat gercek hayatta oldugu gibi burada da kisitlar vardir
Haftalik kullanilabilen cilalama zamani
Haftalik kullanilabilen marangozluk zamani
Askerler igin haftalik talep
isaret sinirlamalar da eger karar degiskenleri salt negatif olmayan degerler aliyorsa

kullanilmalidir (Giapetto negatif sayida asker veya tren tUretemez!).

Yukaridaki tim bu o6zellikler asagidaki Dogrusal Programlama (DP; Linear

Programming - LP) modelini verir:

Maks z = 3x1 + 2x2 (Amag fonksiyonu)

st.  2x1+x2<100 (Cilalama kisidr)
x1+x2 <80 (Marangozluk kisid1)
X1 <40 (Talep kisidr)
x1,x220 (Isaret sinirlamalari)

Eger (x1,x2)’nin bir degeri (bir ¢6zim) tum bu kisitlar ve isaret sinirlamalarini saglarsa,
s6z konusu ¢d6zUm olurlu bélgededir (feasible region).

Grafik olarak ya da hesaplayarak sorun ¢6zildiginde olurlu bélgedeki ¢éziimlerden
amagc fonksiyon degeri en yiksek olan ¢ézimin (x1,x2) = (20,60) oldugunu ve z=180
degerini verdigini buluruz. Bu ¢é6ziim en iyi ¢6ziimdir (optimal solution).

Rapor

Haftada 20 asker ve 60 tren Uretilmesi durumunda kar $180 olacaktir. Kar miktarlari,
eldeki iscilik ve talebe gore elde edilebilecek en buyuk kar budur. Daha fazla iscilik

bulunursa kar ¢ogalabilir.
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3.1.2 Reklam Ornegi
(Winston 3.2, s. 61)
Dorian sirketi, yiksek gelirli musterileri icin otomobil ve jeep Uretmektedir.
Televizyondaki tiyatro oyunlarina ve futbol maclarina bir dakikalik spot
reklamlar vererek satislarini arttirmayi hedeflemektedir. Tiyatro oyununa verilen
reklamin maliyeti $50bin'dir ve hedef kitledeki 7 milyon kadin ve 2 milyon erkek
tarafindan seyredilebilir. Futbol macgina verilen reklamin maliyeti ise $100bin'dir ve
hedef kitledeki 2 milyon kadin ve 12 milyon erkek tarafindan seyredilebilir. Dorian
yuksek gelirli 28 milyon kadin ve 24 milyon erkege en az maliyetle nasil ulasir?
Yanit
Karar degiskenleri asagidaki gibi belirlenebilir:

x1 = tiyatro oyununa verilen reklam sayisi

x2 = futbol magina verilen reklam sayisi
Sorunun modeli:

min z = 50x1 + 100x2
oyleki 7x1 + 2x2 >28
2x1 + 12x2 =224
X1, x2=0

Grafik ¢6zim yapllirsa (x1,x2) = (3.6,1.4) degerleri icin amag¢ fonksiyonunun en iyi
degeri z = 320 olarak bulunur.

Grafige bakilarak en iyi tamsayili ¢6zim (x1,x2) = (4, 2) olarak bulunabilir.

Rapor

Hedeflenen kitleye ulasmak icin en az maliyetli ¢6ziim 4 adet reklami tiyatro oyununda
ve 2 adet reklami futbol maginda kullanmak gerekir. Bu durumda Dorian $400bin

reklam masrafi yapacaktir.

3.1.3 Beslenme Ornegi

(Winston 3.4., s. 70)

Bayan Fidan doért "temel gida grubu" ile beslenmektedir: kek, gikolatali dondurma, kola,
ananasl pasta. Bir adet kek $0.5'a, bir kasik dondurma $0.2'a, bir sise kola $0.3'a ve
bir dilim pasta $0.8'a satiimaktadir. Her giin en az 500 kalori, 6 oz. ¢ikolata, 10 oz.
seker ve 8 oz. yag almasi gereken Bayan Fidan en az maliyetle bu gereksinimlerini
nasil karsilar? Asagidaki tabloyu kullanarak bir DP modeli kurup sorunu ¢éziiniz.
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Kalori Cikolata  Seker Yag
(ounce) (ounce) (ounce)
Kek (1 adet) 400 3 2 2
Cikolatali dondurma (1 kasik) 200 2 2 4
Kola (1 sise) 150 0 4 1
Ananaslh pasta (1 dilim) 500 0 4 5
Yanit
Karar degigkenleri:
x1: gunlik yenilecek kek sayisi
x2: gunlik yenilecek kagik dondurma sayisi
x3: gunlik icilecek sise kola sayisi
xa: gunlik yenilecek dilim pasta sayisi
seklinde belirlenebilir.
Bu durumda amag fonksiyonu (cent cinsinden toplam ginlik maliyet):
min w = 50 x1 + 20 x2 + 30 x3 + 80 x4
Kisitlar:
400 x1 + 200 x2 + 150 x3 + 500 x4 > 500 (gunluk kalori)
3x1+  2x2 > 6 (gunluk cikolata)
2x1+ 2x2+ 4x3+ 4xa> 10 (gunluk seker)
2x1+ 4x2+ x3+ 5x4> 8 (gunluk yag)
xi>0,i=1,2,3,4 (isaret sinirlamalari!)
Rapor

Bayan Fidan giinde 3 kasik dondurma yiyip 1 sise kola icerek tim besin
gereksinimlerini karsilayabilir ve sadece 90 cent harcar (w=90, x2=3, x3=1).

3.1.4 Postane Ornegi

(Winston 3.5., s. 74)

Bir postanede haftanin her gunu farkli sayida elemana gereksinim duymaktadir.
Sendika kurallarina gére bir eleman 5 giin pes pese calismakta diger iki giin izin
yapmaktadir. Galistiriimasi gereken toplam en az eleman sayisini asagidaki is yikine
gore hesaplayiniz.

|Pzt Sal Car Per Cum Cmt Paz
Gereklieleman |17 13 15 19 14 16 11

Yanit

Karar degiskenleri xi (i. giin calismaya baslayan eleman sayisi) olsun
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Matematiksel olarak DP modeli asagidaki gibi olusturulabilir:

minz= x1 +x2 +x3 +Xxa4 +Xx5 +Xe +X7

X1 +x4 *X5 +X6 *+X7 > 17

X1 *+X2 +x5 +x6 +X7 > 13

X1 +x2 +x3 +xe tx7 = 15

X1 *+X2 +X3 +X4 +X7 > 19

X1 tx2 +x3 tX4 +*X5 > 14

+X2 +X3 +Xa +X5 +X6 > 16

+X3 +Xx4 +x5 +X6 +x7 > 11

x20, Vt

Rapor

(xt) = (4/3,10/3,2,22/3,0,10/3,5), z = 67/3 seklindedir.

Karar degiskeni degerleri yakin tamsayilara yuvarlanirsa (x¢) = (2,4,2,8,0,4,5),
z=25 ¢6zUmU bulunur (yanlis olabilir!).

Elde edilen Tamsayil Lindo ¢ézimiine gére ise amag fonksiyonun en iyi degeri
z=23'dur ve (x¢) = (4,4,2,6,0,4,3) seklindedir.

3.1.5 Sailco Ornegi
(Winston 3.10., s. 99)
Sailco sirketi gelecek dért mevsimde kag¢ adet yelkenli Gretecedine karar verecektir.
Talep sirasiyla 40, 60, 75 ve 25 vyelkenlidir. Sailco tim talepleri zamaninda
karsilamalidir. Basglangigta Sailco'nun envanterinde 10 yelkenli vardir. Normal mesai
ile bir mevsimde 40 yelkenli Gretebilen sirket yelkenli basina $400 iscilik maliyetine
maruz kalmaktadir. Fazla mesai ile yapilan her ek yelkenli icin ise iscilik maliyeti
$450'dir. Herhangi bir mevsimde yapilan yelkenli ya talebi karsilamak igin kullanilip
satilir ya da envantere konulur. Bir yelkenlinin bir mevsim envanterde tutulmasi
durumunda ise $20 envanter tasima maliyeti olugsmaktadir.
Yanit
t=1,2,3,4 icin karar degiskenleri

xt = t. mevsimde normal mesai ile Uretilen yelkenli sayisi

yt = t. mevsimde fazla mesai ile Uretilen yelkenli sayisi
Envanter hesaplarinin yapilabilmesi i¢in kullanilacak degiskenler:

it = t. mevsimin sonunda envanterdeki yelkenli sayisi

dt = t. ddnem icin yelkenli talebi
Veri xt < 40, vt
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Mantiksal olarak it = it1+ Xt + yt - di, VL.
Talep kargilanmali it =0, Vvt
(Isaret sinirlamalari Xt,yt=0, Vi)

Bu kisit kimelerini kullanarak toplam maliyet Z'yi enktgiklemeliyiz:
Z = 400(x1+x2+x3+x4) + 450(y1+y2+ys+ya) + 20(i1+iz+iz+is)
Rapor
Lindo en iyi ¢b6zUmu (x1, x2, X3, X4) = (40, 40, 40, 25), (y1, y2, y3, ya) = (0, 10, 35, 0) ve
toplam maliyet = $78450.00 olarak verir. Uretim cizelgesi:
| M1 M2 M3 M4

Normal mesai (x1) 40 40 40 25
Fazla mesai (yi) 0 10 35 0
Envanter (i) 10 10 0 0 0
Talep (d) 40 60 75 25

3.1.6 Miisteri Hizmet Diizeyi Ornegi

(Winston 3.12, s. 108)

Bir bilgisayar sirketinde musteri hizmetleri i¢cin deneyimli uzmana olan talep
(adamsaat/ay) asagidaki gibidir:

t | Ocak Subat Mart Nisan Mayis
di | 6000 7000 8000 9500 11000
Ocak ayi basinda sirkette 50 deneyimli uzman vardir. Her uzman ayda 160 saat

calisabilir. Yeni bir uzmani yetistirmek icin deneyimli uzmanlar 50 saat ayirmaktadir ve
s6z konusu uzmanin egitimi bir ayda tamamlanmaktadir. Her deneyimli uzmana ayda
$2000, her yeni uzmana ise ayda $1000 6denmektedir. Her ay deneyimli uzmanlarin
%5'i isten ayrilmaktadir. Sirket hem hizmet talebini kargilamak istemekte hem de
maliyetleri enazlamak istemektedir. Sorunu ¢ézmek i¢cin DP modeli kurunuz.
Yanit
Karar degiskenleri:

xt = t ayinda egitilecek uzman sayisi
Islem yapabilmek igin kullanilan diger degiskenler ise

yt = t. ayin basinda sirketteki deneyimli uzman sayisi

dr = t. ayin hizmet talebi
Bu durumda

min z = 2000(y1+...+y5)+1000(x1+...+X5)

oyle ki
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160y+50x: = dy t=1,..5icin,
y1 =50
yt = .95yr1+X¢-1 t=2,3,4,5icin.

xt,yt=0

3.1.7 Petrol Kanigimi Ornegi

(Winston 3.8’den esinlenilmigtir)

Sunco oktan dereceleri ve sulfur oranlarn farkh ¢ tip ham petrolin (H1, H2, H3)
kanstiriimasi ile tg tip benzin (B1, B2, B3) tretmektedir. Benzinlerin oktan dereceleri
ve sulfur oranlari belli standartlar saglamahdir:

e B1 icin ortalama oktan derecesi en az 10, sulfir orani en fazla %2 olmaldir,

¢ B2 icin ortalama oktan derecesi en az 8, sulfiir orani en fazla %4 olmalidir,

e B3 icin ortalama oktan derecesi en az 6, silfir orani en fazla %3 olmaldir.
Firmanin her benzin tipi icin en fazla satabilecegi talepler sirasiyla 3000, 2000 ve 1000
varildir. Bununla birlikte firma reklam yaparak talebini arttirabilmektedir. Herhangi bir
benzinde 1 dolarlik reklam, talebi 10 varil arttirmaktadir. Hammaddelerin oktan
dereceleri, sulfur oranlan ve alis fiyatlan ile benzinlerin satis fiyatlari asagida verilen

tablolardaki gibi ise Sunco’nun karini enblyikleyecek DP’yi kurunuz.

Ham petrol Oktan  Siilfiir Alis fiyati Benzin Satis fiyati
(%) ($/varil) ($/varil)
1 12 1 45 1 70
6 3 35 2 60
3 8 5 25 3 50
Yanit

Karar degiskenleri

Xj : I. hammaddeden j. benzine konulan miktar (varil), i = 1,2,3; j=1,2,3.
rj - j. benzin igin yapilan reklam ($), j=1,2,3.

Amac fonksiyonu (kari enbuytklemek)

Maks Z = Kar = gelir — maliyet

Maks Z = (70 ¥ xi1 + 60 X x5 + 50 X x:3) — (45, %1 + 35 %25 + 25X x37) — %75
Kisitlar

Oktan derecesi

12x11 + 6x51 + 8x31 = 10 (xq; + X321 + X31) benzin 1 oktan derecesi

12x1, + 6X55 + 8x35 = 8(x15 + X35 + X32) benzin 2 oktan derecesi
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12x15 + 6x55 + 8x35 = 6 (X135 + X33 + X33) benzin 3 oktan derecesi
Slilfiir oranlan
(.01xq; +.03x5;, +.05x3,)/(x11 + X351 + x31) <.02 >

X11 + 3x51 + 5x31 < 2 (xqq + X2 + X31) benzin 1 sdlfir orani
X1z + 3%55 + 5x35 < 4 (xq5 + X9y + X35) benzin 2 sdlfir orani
X13 + 3%55 + 5x33 < 2 (xq3 + Xp3 + X33) benzin 3 sdlfir orani
Talepler

Xixij <T; +107%; vj. (Tj:j. benzinin reklamsiz talebi)
Isaret sinirlamalari

Xj, 120, Vij.

3.2 MUTLAK DEGERLI IFADELERIN DP’YE EKLENMESI

3.2.1 Doniisiim
Bir modelde bir fonksiyonun mutlak degeri kullaniliyorsa, bu dogrusal olmayan bir yapi
olusturur. Bir f{x1, x2,..., xn) fonksiyonun mutlak degerini | f{x1, X2,..., Xn)|, DP’ye
ekleyebilmek icin bir yapay degisken (1) tanimlayarak modele asagidaki kisitlar
eklenir:

A= f(x1, X2,..., Xn)

A= - fix1, X2,..., Xn)
Modelde amac fonksiyonu ve/veya kisitlarda |f(x1, x2,..., Xn)| yerine A yazihr. Bu sekilde
bir modellemenin cgalisabilmesi icin modelin 1’y1 kicikleme ediminde olasi gerekir.
Aksi taktirde yukaridaki ifadeler ile A Ustten sinirlandirmadidi igin istenen mutlak deger
hesabi yapilamaz.
Benzer yaklasim Min-Maks ve Maks-Min ifadelerinin DP’ye eklenmesinde de
kullanilabilir. { Min (Maks [f1(x), f2(x),..., fk(x)] ) } ifadesini DP’ye eklemek i¢in bir yapay
degisken (1) tanimlanarak modele asagidaki kisitlar eklenir:

A= fix), L= fAx), ..., A= fi(X)
{ Maks (Min [f1(x), f2(x),..., (x)] ) } ifadesini DP’ye eklemek icin bir yapay degisken (1)
tanimlanarak modele asagidaki kisitlar eklenir:

A< fi(x), L < faAx), ..., A< f(X)
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3.2.2 Makine Yeri Belirleme Ornegi
(Bazaraa, 2010; s.30.)

Dért makine bulunan bir Gretim alanina yeni bir makinenin koyulacagi yer belirlenmek

istenmektedir. Mevcut makinelerin koordinatlari géyledir. (i)(_OB)(_ZZ) (411) Yeni

X
makinenin koordinatlari: (x:) olacaktir. Yeni makine ile diger makineler arasindaki

mesafeyi en kigukleyecek koordinati bulmak i¢in bir DP kurunuz. Makineler arasi
mesafeyi Manhattan uzakligi ile belirlenecektir. Ornek: (;C;) ile (i) arasindaki mesafe:
¢y = 3| + [x — 1]

Yanit

Karar degiskenleri

X1 ve X2, yeni makinenin koordinatlari
Aji - yeni makine ile i. mevcut makine arasindaki j. koordinata gére mesafesi, i = 1,2,3,4;
j=1.2.
Amac fonksiyonu
Min ¥F, X7, 4ij
Kisitlar (Uzaklik hesaplama)

Aij = kij—x;, Ay = —kij+x; Vi, j. ki i. makinenin j. koordinati
Omegin; i =1 ve j=1,2 igin;
A123 — X1 1 2=-3 + X1
A221—=x2 22=1+Xx2

isaret sinirlamalari

x1, x2 serbest; 4; > 0, Vi.
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